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Введение 

Компьютерное моделирование в настоящее время становится 
одним из мощных методов исследования физических явлений. Он 
имеет свои особенности, преимущества и недостатки по сравне-
нию с другими методами изучения физических систем. Ясно, что 
студенты высших учебных заведений должны иметь представле-
ния о компьютерных моделях, разных численных методах изуче-
ния различных объектов познания, достаточно свободно ориен-
тироваться в современных программных пакетах. Современный 
персональный компьютер позволяет за несколько секунд решить 
сложную систему линейных и нелинейных уравнений, построить 
двумерный и трехмерный график изучаемой зависимости, про-
моделировать трудновоспроизводимый эксперимент.  

Курсы  «Синергетика», «Нелинейная динамика», которые чи-
таются на физико-математических специальностях университета, 
носят междисциплинарный характер и знакомят с основными 
идеями нелинейного естествознания и их приложениями к кон-
кретным физическим, химическим и биологическим системам. 
На концепциях, образах и результатах нелинейных моделей фи-
зики, химии и биологии базируется понимание мира в современ-
ном естествознании.  

В методических указаниях дается описание компьютерного 
практикума к курсам «Синергетика», «Нелинейная динамика», 
разработанного в пакете «MathCad». Выполнение работ и заданий 
практикума позволит студентам лучше сформировать профес-
сиональные компетенции, связанные с  готовностью  использо-
вать индивидуальные креативные способности для оригинально-
го решения исследовательских задач, готовностью самостоятель-
но осуществлять научное исследование  в рамках нового Феде-
рального государственного стандарта высшего образования 
(ФГОС-3+).  
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ТЕМА № 1. 
Моделирование линейного и нелинейного осцилляторов 

Цель работы: моделирование колебаний линейного гармони-
ческого осциллятора с затуханием и без затухания, моделирова-
ние линейных и нелинейных колебаний математического маят-
ника.  

1. 1. Теоретическое введение 

А. Линейный гармонический осциллятор с затуханием  
на примере электрического колебательного контура 

Рассмотрим электрический колебательный контур, состоящий 
из емкости С, сопротивления R, индуктивности L, соединенные 
последовательно друг с другом (рис. 1).  

 
Рис. 1. Электрический колебательный контур, состоящий из емкости С,  

сопротивления R и  индуктивности L 

Для заряда q, тока в контуре I  и  э. д. с. i , наводимой  индук-
тивностью L можно написать: 

q CU c , I U
R

R ,  i L dI
dt

                                              (1. 1) 

Здесь RU  – напряжение на резисторе,   cU  – напряжение на об-
кладках конденсатора.  

Пусть в момент t  0  ключ К замыкают. Уравнения Кирхгофа 
для контура запишутся в виде:  

 n
n

n
n

U                                                         (1. 2) 

или 
 i R CU U  ,                                                        (1. 3) 

  L dI
dt

IR q
C

                                                     (1. 4) 
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Учитывая, что dtdqI  , получаем: 
d q
dt

R
L

dq
dt LC

q
2

2

1 0  
                                          (1. 5) 

Введём безразмерную переменную y q q 0 ,где  q q t0 0  . Для 
неё получаем однородное линейное дифференциальное уравне-
ние второго порядка в виде  

d y
dt

dy
dt

y
2

2 0
22 0    ,                                            (1. 6) 

где   R L2 – коэффициент затухания,  0
2 1 LC – собственная час-

тота колебательного контура.  

А1. Решение уравнения динамики линейного осциллятора 
без затухания 

Считаем, что коэффициент затухания    равен нулю. Тогда 
уравнение (1. 6) запишется в виде: 

d y
dt

y
2

2 0
2 0                                                     (1. 7) 

Применим к (1. 7) подстановку 

                 y e dy
dt

pe d y
dt

p ept pt pt  : ;
2

2
2                                 (1. 8)  

Тогда для p получаем уравнение:  
p p2

0
2 2

0
20    ; .                                          (1. 9)  

Отсюда p i   0 , где i – мнимая единица: i2 1  .  
В данном случае характеристические показатели чисто мни-

мые.  
Общее решение дифференциального уравнения (1. 7) запи-

шется в виде: 
   y A e A ei t i t  

1 2
0 0                                                (1. 10) 

Что такое функция e ix ? 
Разложение в ряд Тейлора функции xe  имеет вид: 

2 3

1 ...
2! 3!

x x xe x     ,                                         (1. 11) 

Таким образом, e x i xix  cos sin  – комплексное число. Преоб-
разуем решение (1. 10): 
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    tAAitAA

tiAtAtiAtAeAeAy titi

021021

0202010121
00




sincos

sincossincos



 

  (1. 12) 

Вводя обозначения  B A A B i A A1 1 2 2 1 2   и , получаем общее 
решение дифференциального уравнения (1. 7) в виде: 

y B t B t 1 0 2 0cos sin  .                                 (1. 13) 

Постоянные B1  и B2 определяются из начальных условий: 
 y t B y B y

dy
dt

B v B vt

    

   

0 1 0 1 0

0 0 2 0 2 0 0 
                        (1. 14) 

Таким образом, решение дифференциального уравнения (1. 7) 
с учетом начальных условий можно представить в виде:           

y y t v t 0 0
0

0
0cos sin


                                        (1. 15) 

Учитывая тождество  
G H G H arctg H

G
cos sin cos ,     





2 2                  (1. 16) 

решение (1. 16) можно переписать в виде: 
 y Y t 0 0 0cos ,                                             (1. 17) 

где Y y v0 0
2

0
2

0
2   – амплитуда, а   0 0 0 0 arctg v y – начальная 

фаза.  
Два важных вывода из проведенного анализа: 
1. Амплитуда линейного осциллятора определяется только 

внешним воздействием.  
2. Частота линейного осциллятора зависит только от его 

свойств, но не от внешнего воздействия.  

А2. Решение уравнения динамики линейного осциллятора 
с затуханием 

Имеем дифференциальное уравнение линейного осциллятора 
в среде с вязким трением в виде: 

    y y y2 00
2  .                                            (1. 18) 

Применим к (1. 18) подстановку  
y e p ppt   : 2

0
22 0                                   (1. 19) 

Для корней квадратного уравнения получаем решения в виде: 
D p
4

2
0
2

1
2

0
2          ,2                       (1. 20) 
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a) передемпфированный осциллятор: случай большого зату-
хания   0 .  

 2
0
2

2

2
2

4
1 4

    
R
L LC

R L
C

                         (1. 21) 

p p1
2

0
2

2
2

0
20 0              ,                 (1. 22) 

Общее решение (1. 18) тогда запишется в виде:  
 y A e A e A e A e ep t p t t      

1 2 1 2
1 2

2
0
2 2

0
2                             (1. 23) 

Наложим на решение (1. 23) начальные условия:  
q q y I y      0 0 01 0 0,                                                (1. 24) 
В итоге получаем: 

   A A
p A p A

A p
p p

A p
p p

1 2

1 1 2 2

1
2

2 1

2
1

2 1

1
0

 

 





















                                 (1. 25) 

Таким образом:   

A

A

1

2
0
2

2
0
2 2

0
2

1

2
0
2

2
0
2 2

0
2

2
1
2 2

2
1
2 2


  


 




 


 



  

 


 

  

 


 

,                           (1. 26) 

и физическое решение есть: 

   y e e
i

e e e

ch t sh t e

t t t t t

t

  
















  















      



1
2

2
0
2 2

0
2 2

0
2 2

0
2

2
0
2

2
0
2

2
0
2

2
0
2

        




 

  
 

 

         (1. 27) 

б) недодемпфированный осциллятор: случай малого затуха-
ния,   0 .  

 2
0
2 2 4  R L C                                      (1. 28) 

p i1,2 ,     где    0
2 2                               (1. 29) 

Общее решение (1. 23) записывается в виде:  
 y A e A e ei t i t t  

1 2
   ,                                      (1. 30) 
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A p
p p

i
i i

A p
p p

i
i i

1
2

2 1

1
1

2 1

2
1
2 2

2
1
2 2





 

 








 

 





 





,                              (1. 31) 

а физическое решение есть: 

   y e e
i

e e ei t i t i t i t t    







  1
2

1
2

    


                        (1. 32) 

или:       
y t t e t 




 cos sin




                                     (1. 33) 

в) пограничный случай:   0 .  
В этом случае 

R L C p2
14  и ,2                                    (1. 34) 

Общее решение дифференциального уравнения записывается 
в виде: 

  y A e A tet t  
1 2

                                             (1. 35) 
Граничные условия:   

 
 

y A A

y A A A

0 1 1

0 0
1 1

1 2 2

   

       
                              (1. 36) 

Таким образом, решение принимает вид: 
   y t t e t  1                                                     (1. 37) 

Выводы: 
1. Величина отклика линейного осциллятора на внешнее воз-

действие прямо пропорционально величине этого воздействия.  
2. Характер поведения линейного осциллятора не зависит от 

величины внешнего воздействия.  

В. Математический маятник 
Математическим маятником называют идеализированную 

систему, состоящую из частицы массой m , прикрепленной к 
нижнему концу жесткого стержня длиной l  с пренебрежимо ма-
лой массой, верхний конец которого вращается без трения в точ-
ке подвеса. Если груз вывести из положения равновесия и отпус-
тить, то маятник будет совершать колебания в вертикальной 
плоскости (рис. 2).  
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Поскольку движение частицы будет происходить по дуге ок-
ружности радиуса l  с центром в точке О, то положение частицы ха-
рактеризуется  длиной дуги l  и углом отклонения от вертикали  .  

В соответствии с основным законом динамики вращательного 
движения 

z
dJ K
dt


 ,                                                  (1. 38) 

где J – момент инерции частицы с массой m, d
dt
   – угловое уско-

рение вращения,   – угловая скорость  вращения,  zK  – проекция 
на ось вращения z  (ось вращения  проходит через точку подвеса  
О) момента силы, вызывающей вращение, уравнение движения 
математического маятника запишется в виде 

2 sinml mgl   ,                                             (1. 39) 
Знак минус в правой части уравнения (1. 39) указывает на то, 

что возникающий при увеличении угла отклонения   момент си-
лы zK  стремится уменьшить это увеличение. Уравнение (1. 39) 
можно представить в виде 

sin 0g
l

  

                                              (1. 40) 
 

 
Рис. 2. Модель математического маятника 

Уравнение (1. 40) является примером нелинейного однород-
ного дифференциального уравнения второго порядка, посколь-
ку в него входит   sin , а не   . Большинство нелинейных диффе-

z



l 
sin  

 

m
g  
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ренциальных уравнений не имеет аналитических решений в эле-
ментарных функциях, и (1. 40) не является исключением.  

Однако, если амплитуда колебаний маятника достаточна мала, 
то sin  , и (1. 40) можно переписать в виде  

2 0o    ,                                                 (1. 41) 

где o
g
l

   – собственная частота,  1  . То есть, при малых уг-

лах отклонения от вертикали   математический маятник 
является гармоническим осциллятором.  

Если сопоставить переменные y и  , то уравнения (1. 7) и  
(1. 41) имеют одинаковый вид, и можно сразу сделать вывод, что 
для 1   период математического маятника равен 

2 lT
g

 ,                                                   (1. 42) 

а зависимость )(t  определяется выражением 

                                         )cos()( *
00   tt ,                            (1. 43) 

где константы 0  и *  определяются из начальных условий вида 

00 )0(,)0(  tt  .                              (1. 44) 
Один из способов получить представление о движении маят-

ника в случае больших амплитуд ( 1  ) – численно решить 
уравнение (1. 40) 

С. Алгоритм Эйлера 
Аналитическое решение уравнения (1. 18) представлено фор-

мулами (1. 27), (1. 33), (1. 37). Найдем численное решение линей-
ного дифференциального уравнения (1. 18), чтобы впоследствии 
использовать его для решения нелинейного дифференциального 
уравнения (1. 40).  

Разобьем временной интервал (О, Т) на n малых  частей t  
( /n T t  ). Здесь Т  – период функции(13). Пусть при 0ot   oy y . 
Приближенное значение y(t) в близлежащей точке 1 0t t t    можно 
найти по формуле 

 1 0o o t

dyy y y y t
dt 

      .                                     (1. 45) 
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Можно повторить эту процедуру и найти значение y в точке 
2 1 :t t t    

   
12 1 1 t t

dyy y t t y t
dt 

                                           (1. 46) 
Таким образом, приближенное значение функции в любой 

точке  можно вычислить по итерационной формуле 

        1 1 ,n n ny y v t t     (n = 0,1,2,…)                               (1. 47) 
Данный  метод называется методом касательных или методом 

Эйлера. Метод будет давать хорошее  приближение к истинному 
значению, если приращение аргумента t  достаточно мало.  

Чтобы строить решение по формуле (1. 18), необходимо знать 
значение    скорости nv  в каждый дискретный момент времени nt . 
Для этого умножим дифференциальное уравнение (1. 18) на  dt и 
проинтегрируем уравнение в пределах от 1t  до 2t  при  условии 
малости величины t : 

2 2 2

1 1 1

22 0
t t t

o
t t t

dv vdt ydt       .                                      (1. 48) 

Приближенно результат интегрирования можно написать 
2

2 1 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0ov t v t v t t y t t                                       (1. 49) 
или 

2
2 1 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( )ov t v t v t t y t t      .                                    (1. 50) 

Таким образом, приближенное значение функции v(t) в любой 
точке n ot t n t    можно вычислить по итерационной формуле 

2
1 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( )n n n o nv t v t v t t y t t        .                               (1. 51) 

Формулы (1. 47) и (1. 51) позволяют получить приближенное 
решение дифференциального уравнения (1. 18) с заданными на-
чальными условиями.  

1. 2. Порядок выполнения работы 
1. Написать программу приближенного решения дифференци-

ального уравнения гармонического осциллятора в среде с вяз-
ким трением (1. 6) с заданными начальными условиями (1. 14). 
Построить графики функций y(t), v(t)  и фазовую траекторию 
движения v(x) при малых и больших значениях коэффициента 
затухания .  
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2. Используя программу линейного осциллятора с затуханием из 
п. 1, построить графики функций y(t), v(t) ,v(y)  для линейного 
осциллятора без затухания.  

3. Используя программу линейного осциллятора с затуханием из 
п. 1, построить графики функций  ( ), ( ), ( )t t    для математиче-
ского маятника  для случая малых и больших амплитуд коле-
баний.  
Указание 
Ниже представлен алгоритм программы  Оscillator линейного 

осциллятора с затуханием с применением пакета MathCad .  
1. Ввести параметры задачи  – o , .  
2. Ввести ключевое слово Given 
3. Запишите само дифференциальное уравнение и его ограни-

чения, использующие булевы операторы.  
4. Ввести начальные условия задачи  oy ,   ov  
5. Используйте функцию odesolve для решения дифференци-

ального уравнения по методу Рунге-Кутты.  
6. Построение графика зависимости  y=y(t).  
7. Построение графика зависимости  v=v(t).  
8. Построение графика фазовой траектории  v=v(y).  

   
В приложении приведены листинги программ Оscillator-1, 

Оscillator-2, Оscillator-3 в пакете MathCad для получения реше-
ния дифференциальных уравнений гармонического осциллятора 
в вакууме, гармонического осциллятора в среде с вязким трением 
и математического маятника (в вакууме), соответственно.  

1. 3. Контрольные вопросы 
1. Дифференциальное уравнение линейного гармонического 

осциллятора с затуханием (в среде с вязким трением).  
2. Общее решение дифференциального уравнение линейного 

гармонического осциллятора без затухания. Решение с задан-
ными начальными условиями. Фазовая траектория линейного 
гармонического осциллятора без затухания.  

3. Общее решение дифференциального уравнение линейного 
гармонического осциллятора с затуханием для случаев малого 
затухания в системе ( o  ), большого затухания в системе 
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( o  ) и пограничного случая ( o  ). Решения с заданными 
начальными условиями. Фазовая траектория линейного гармо-
нического осциллятора с затуханием для случаев малого и 
большого затухания.  

4. Дифференциальное уравнение линейного гармонического 
осциллятора с отрицательным затуханием. Общее решение. 
Фазовая траектория линейного гармонического осциллятора с 
отрицательным затуханием. Примеры физических систем с от-
рицательным затуханием.  

5. Вывод нелинейного дифференциального уравнения для ма-
тематического маятника. Численное решение этого уравнения 
с заданными начальными условиями. Фазовая траектория ма-
тематического маятника при малых и больших углах отклоне-
ния маятника   от вертикали.  

6. Определить искажение гармонического осциллятора, вы-
званное наличием ангармонических поправок к потенциальной  
энергии: 
а) 3(1/ 3)U m y  ,   =const ; б) 4(1/ 4)U m y  ,  = const.  

7.  Определить искажение гармонического осциллятора без за-
тухания, вызванное наличием ангармонической поправки к 
кинетической  энергии: 
      2(1/ 2)T m yy   .  

8. Сущность алгоритма Эйлера.  
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ТЕМА № 2.  Исследование экологической динамики 
в модели «хищник-жертва» Лотки-Вольтерры 

Цель работы: моделирование экологической динамики в не-
линейной модели системы двух дифференциальных уравнений 
«хищник-жертва» Лотки-Вольтерры.  

2. 1. Теоретическое введение 

А. Модель Лотки-Вольтерры 
В 1925 г. В США выходит книга А. Дж. Лотки «Элементы фи-

зической биологии». В том же 1925 г. итальянский океанограф 
Умберто Д'Анкона ознакомил своего будущего тестя, выдающе-
гося математика Вито Вольтерру со статистикой рыбных уловов 
в Адриатическом море.  

В приводимой ниже таблице указана доля (в %) хрящевых 
рыб (хищников) от общего улова в двух портах на Адриатике.  

 
 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923 

Триест 5,7 8,8 9,5 15,7 14,6 7,6 16,2 15,4 – 19,9 15,8 13,3 10,7 10,2 
Фиуме     11,9 21,4 22,1 21,2 36,4 27,3 16,0 15,9 14,8 10,7 

 
Из статистики следовало, что в годы войны резко выросла до-

ля хищных рыб в общем улове. Требовалось объяснить причины 
этого явления.  

Непосредственное влияние войны сводилось только к умень-
шению интенсивности лова, что, казалось бы, должно привести к 
пропорциональному росту численности всех видов рыб. Почему 
же для хищников это оказалось более благоприятным фактором? 

Задумавшись над этим вопросом, Вольтерра стал искать ма-
тематический подход к изучению изменений в составе биологи-
ческих сообществ. Результатом его исследований стала вышед-
шая в 1931 году книга «Математическая теория борьбы за суще-
ствование».  

Книги Лотки и Вольтерры заложили основу математической 
теории экологической динамики.  

Пусть X(t) – численность популяции жертв (например, зайцев, 
обитающих в данном лесу) в момент времени t. X  может менять-
ся за счет естественного прироста  и естественной смертности. 
Скорость как того, так и другого процесса пропорциональна   X: 
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1 .dX A X A X k X
dt                                                (2. 1) 

Здесь k – коэффициент воспроизводства, A  – коэффициент 
рождаемости, A  – коэффициент смертности. Для живущих ви-
дов, как правило,  1 0k  , иначе вид вымер бы.  

Но в лесу живут хищники, например, лисы, которые поедают 
зайцев. Скорость поедания зайцев, очевидно, пропорциональна 
числу встреч зайцев с лисами, которое, в свою очередь, пропор-
ционально как числу зайцев  X, так и числу лис  Y. Поэтому урав-
нение динамики популяции зайцев следует уточнить так: 

1 2 .dX k X k XY
dt

                                                (2. 2) 
Обратимся теперь к популяции лис. В отсутствии пищи (зай-

цев) она вымирала бы: 

3
dY k Y
dt

  .                                                      (2. 3) 
Если зайцы есть, и если их едят, то в правую часть следует 

добавить положительное слагаемое, которое разумно предполо-
жить также  пропорциональным числу встреч лис с зайцами, т. е.: 

3 4
dY k Y k XY
dt

  
.                                          (2. 4) 

Величины 4321 ,,, kkkk  являются параметрами данной экосисте-
мы. Уравнения (2. 2) и (2. 4) в совокупности описывают модель 
«Хищник-жертва» Лотки-Вольтерры.  

В. Равновесие в модели Лотки-Вольтерры.  
Выясним, возможно ли в модели Лотки-Вольтерры равнове-

сие, т. е. состояние системы, не меняющееся с течением времени: 
0; 0dX dY

dt dt
  .                                          (2. 5) 

Имеем 

.0
,0

43

21




XYkYk
XYkXk

                                             (2. 6) 

Система имеет два решения: тривиальное X=0; Y=0 и нетри-
виальное    

1 2 3 4/ ; /Y Y k k X X k k    ,                                  (2. 7) 
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Y и X  − равновесные численности популяций лис и зайцев.  
Нетривиальное решение описывает ситуацию, когда естест-

венная убыль популяции зайцев и поедание их лисами в точности 
компенсируется естественным приростом. С другой стороны, ли-
сы поедают столько зайцев, чтобы  выжить и произвести себе на 
смену потомство – не больше и не меньше, чем нужно для про-
стого воспроизводства.  

В реальном лесу такое точное равновесие вряд ли возможно. 
Год может быть засушливый или холодный, зайцев могут поедать 
волки, лис могут поедать хищные птицы и т. д. Возникает во-
прос: как ведут себя популяции зайцев и лис при небольшом от-
клонении от равновесия? 

Предположим, что численности зайцев и лис отличаются от 
равновесных значений:  

X X x Y Y y   ;                                           (2. 8) 
причем отклонения от равновесия невелики: 

x X y Y ;                                                (2. 9) 
подставляя (2. 8) в (2. 2) и (2. 4), получаем : 

 

dx
dt

k X k x k X Y k xY k X y k xy

k k Y x k X y k xy k X y

      

     

1 1 2 2 2 2

1 2 2 2 2

                     (2. 10) 

 

dy
dt

k Y k y k X Y k X y k xY k xy

k X k y k Y x k xy k Y x

       

    

3 3 4 4 4 4

4 3 4 4 4

                  (2. 11) 

или:                       2 3 4

1 4 2

/ ( / )
/ ( / )

dx dt k k k y
dy dt k k k x

  
  

                                        (2. 12) 

Дифференцируя по времени первое уравнение системы (2. 12), 
имеем : 

d x
dt

k k
k

dy
dt

k k
k

k k
k

x k k x d x
dt

x
2

2
2 3

4

2 3

4

1 4

2
1 3

2

2
2 0          ,        (2. 13) 

где  
  k k1 3                                                         (2. 14) 

Аналогично, дифференцируя по времени второе уравнение (2. 
12): 
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d y
dt

k k
k

dx
dt

k k
k

k k
k

y k k y d y
dt

y
2

2
1 4

2

1 4

2

2 3

4
1 3

2

2
2 0                 (2. 15) 

Таким образом, при малых отклонениях от равновесия чис-
ленности зайцев и лис должны колебаться вокруг средних значе-
ний с частотой, не зависящей от величины отклонения. Это ил-
люстрация общего правила, согласно которому малые колебания 
нелинейных систем вокруг равновесия с хорошей точностью яв-
ляются линейными гармоническими колебаниями.  

Почему вообще возникают эти колебания? 
Предположим, что в силу каких-то обстоятельств (например, 

лес объявили заповедным и запретили охоту на зайцев), числен-
ность зайцев возросла. При этом создались благоприятные усло-
вия питания для лис, что приводит к росту их численности. Когда 
лис расплодится слишком много, они начинают поедать зайцев 
так интенсивно, что зайцев становится мало. Это приводит к 
ухудшению питания лис и, через некоторое время, к уменьшению 
их числа. При этом возникают более благоприятные условия для 
зайцев, которые начинают интенсивно размножаться. Через неко-
торое время популяция зайцев становится больше равновесного 
значения, и всё повторяется сначала.  

Из этих рассуждений следует, что колебание числа хищников 
должны отставать от колебаний числа жертв. Действительно, 
пусть при t = 0 

                                    00  yxx ,                                             (2. 16) 
Из (2. 16) следует, что  

                        dx
dt t


0

0 .                                              (2. 17) 

Решение уравнения (2. 13), отвечающее начальным условиям 
(2. 16) и (2. 17), есть  

x x t 0 cos ,                                               (2. 18) 
откуда:   

  y k
k k

dx
dt

k
k k

x t k
k

k
k

x t k
k

k
k

x t     





4

2 3

4

2 3
0

4

2

1

3
0

4

2

1

3
0 2

    sin sin cos  (2. 19) 

Таким образом, колебания числа лис оказываются действи-
тельно отстающими по фазе на четверть периода (рис. 3).  

Колеблющиеся экологические системы реально наблюдаются 
в природе. Классический пример – наблюдавшиеся в Канаде хо-
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рошо выраженные колебания в экосистеме «зайцы-рыси». Пери-
од их составлял девять-десять лет, и колебания численности зай-
цев, как и предсказывает теория, примерно на четверть периода 
опережают колебания численности рысей.  

Конечно, эти колебания не описываются законом синуса или 
косинуса. Они так же не являются малыми колебаниями вокруг 
равновесных значений. Однако период и сдвиг по фазе выдержи-
ваются удивительно хорошо! 

 

 
 

Рис. 3 – Колебания численности зайцев и лис  
при малых отклонениях от положения равновесия 

 
 

С. Динамика роста с учетом ограниченности ресурсов. 
Логистическая кривая  

Вернемся к модели Лотки-Вольтерры. Что будет в ней с зай-
цами, если внезапно лисы исчезнут? 

dX
dt

k X X X ek t  1 0
1 ,                                     (2. 20) 

то есть по модели получается, что зайцы начнут неудержимо 
размножаться. Пройдёт небольшое время, и в лесу некуда будет 
ступить от зайцев! 

На самом деле, конечно, когда зайцев станет слишком много, 
рост их популяции замедлится – лес не сможет прокормить их 
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всех. Математически это означает, что коэффициент воспроиз-
водства k1  зависит от числа зайцев: чем большеX , тем меньше k1 . 
Если X слишком велико, k1может даже стать отрицательным. 
Простейшая формула, описывающая такую зависимость  k X1 , 
имеет вид 

 k r
K

K X1                                                (2. 21) 
Уравнение динамики тогда запишется в виде: 

 dX
dt

rX
K X

K


                                           (2. 22) 

Решение (предполагаем, что  X X K0 0  ):  

 
dX

X K X
dX
K X K X

r
K

dt


 









1 1                       (2. 23) 

1 1
00

X K X
dX r dt

t

X

X










                                 (2. 24) 

ln X
K X

rt
X

X




0

                                          (2. 25) 

Окончательно, закон динамики можно представить в виде: 

0
0 0

0

( )
11

rt rt

rtrt

e eX t X K KX X ee
XK K

 
     
 

                   (2. 26) 

Анализ зависимости (2. 26):  
1) при t X   0  
2) при t X K   
3) при e K X X X ert rt 0 0  

Кривая, описываемая уравнением y ae
b e

kx

kx


, называется логи-
стической кривой. Она демонстрирует быстрый (экспоненци-
альный) рост на начальной стадии с последующей стабилизацией 
численности популяции на некотором уровне K , который назы-
вается поддерживающей ёмкостью среды (рис. 4).  
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Рис. 4 – Зависимость численности популяции вида от времени  
в условиях ограниченности ресурсов (логистическая кривая) 

Если численность популяции превышает поддерживающую 
ёмкость среды, то популяция будет уменьшаться   X X K0 0  : 

rt
X K X

dX
X K X

dX X K
X K

X
XX

X

X

X

 




























 

1 1 1 1

0

0
0

0

ln      (2. 27) 

Зависимость численности популяции от времени получится 
такой: 

0

( )
1 1 rt

KX t
K e
X




 

  
 

                                      (2. 28) 

График этой зависимости приведен на рис. 5.  

 
Рис. 5 – Зависимость численности популяции от времени,  

если численность популяции превышает поддерживающую ёмкость среды 
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Анализ зависимости (2. 28): при t X K  ; при 00t X X  .  
Логистическая кривая возникает во многих задачах, которые 

рассматривают динамику роста в условиях ограниченности ре-
сурсов. Рост научных знаний, народонаселения, производства 
при более внимательном рассмотрении описываются совокупно-
стью логистических кривых, сменяющих одна другую, с разными 
поддерживающими емкостями среды и коэффициентом воспро-
изводства.  

D. Приведение уравнений модели Лотки-Вольтерры к виду, 
удобному для численного решения 

Введем новые безразмерные переменные по правилу: 
,X Y

X Y
                                                  (2. 29) 

В переменных  и  система дифференциальных уравнений  
модели Лотки-Вольтерры (2. 2) и (2. 4)  примет вид 

1

3

(1 )

( 1)

d k
dt
d k
dt

  

  

 

 
                                               (2. 30) 

Пусть  = 3 1/k k . Если принять k3 = 1, то 1  .  
Применяя к дифференциальным уравнениям системы (2. 2) и 

(2. 4) метод Эйлера, можно получить следующие итерационные 
формулы для вычисления переменных   и  : 

1

1 1

(1 )
( 1)

n n n n

n n n n

t
t

   
    



 

   
                                          (2. 31) 

2. 2. Порядок выполнения работы 
Написать программу LV-model приближенного решения сис-

темы нелинейных дифференциальных уравнений, описываемой 
уравнениями (2. 2) и (2. 4) с заданными начальными условиями. 
Построить графики функций Х(t), Y(t), Y(X)  при малых и боль-
ших отклонениях популяции зайцев и лис от их равновесных зна-
чений  

Указание.  
Ниже представлен алгоритм программы LV-model модели 

Лотки-Вольтерры с применением пакета MathCad.  
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1. Создание правой части системы нелинейных дифференциаль-
ных уравнений Лотки-Вольтерры в виде её символьной записи 
в вектор F.  

2. Создать вектор начальных значений искомых функций.  
3. Записать начальное и конечное  значение независимой пере-

менной-длительность переменной время-t1 и t2.  
4. Представить результаты решения системы нелинейных диффе-

ренциальных уравнений Лотки-Вольтерры в графическом и 
табличном виде, используя функцию rkfixed.  

5. Построение графика зависимости X(t).  
6. Построение графика зависимости Y(t).  
7. Построение графика фазовой траектории Y(X).  

В приложении приведен листинг программы LV-model реше-
ния системы нелинейных дифференциальных уравнений Лотки-
Вольтерры.  

2. 3. Контрольные вопросы 
1. Сущность модели «хищник-жертва» Лотки-Вольтерры. Вид 

системы нелинейных дифференциальных уравнений модели 
Лотки-Вольтерры.  

2. Равновесие в модели Лотки-Вольтерры.  
3. Гармонические колебания как малые колебания в модели Лот-

ки-Вольтерры.  
4. Фазовый портрет в модели Лотки-Вольтерры.  
5. Интеграл движения в модели Лотки-Вольтерры.  
6. Динамика роста популяции вида с учетом ограниченности ре-

сурсов. Логистическая кривая. Поддерживающая ёмкость среды.  
7. Вид зависимости численности популяции от времени, если 

численность популяции превышает поддерживающую ёмкость 
среды.  

8. Вывод итерационных формул для безразмерных численностей 
популяций зайцев и лис с применением алгоритма Эйлера.  

2. 4. Список литературы 
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 ТЕМА № 3. Моделирование генератора Ван дер Поля 

Цель работы: моделирование колебаний генератора Ван дер 
Поля при малых и больших значениях коэффициента нелинейно-
сти системы.  

3. 1. Теоретическое введение 

А. Осциллятор с затуханием, зависящим от амплитуды.  
Проведенный в теме №1 анализ линейного осциллятора пока-

зал, что если затухание   0 , то энергия осциллятора только дис-
сипируется, а его колебания затухают. Фазовые траектории при 
малых   имеют вид сворачивающихся спиралей. Если же затуха-
ние   0 , то энергия осциллятора только возрастает, а его коле-
бания только раскачиваются. Фазовые траектории при этом 
имеют вид раскручивающихся спиралей.  

На практике часто встречаются колебательные системы, кото-
рые могут и получать энергию от некоторого источника, и дисси-
пировать (рассеивать) её в окружающую среду. Диссипация 
обычно преобладает при больших амплитудах колебаний, а при 
малых – система получает энергии больше, чем отдает. Подобные 
системы можно моделировать уравнением осциллятора с пере-
менным затуханием: 

 d y
dt

y v dy
dt

y
2

2 0
22 0   ,

                                   (3. 1) 
Зависимость   y v,  должна быть такой, чтобы при малых ам-

плитудах   0 , а при больших   0 , например: 
    y v y A,  2 2                                             (3. 2) 

    y v v B,  2 2                                              (3. 3) 

     y v y v C,   2
0
2 2 2                                   (3. 4) 

Очевидно, уравнение (3. 1) нелинейно. Таким образом, все 
эффекты, связанные с переменностью затухания  – эффекты 
принципиально нелинейные, которые не имеют места для линей-
ного осциллятора.  
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В. Фазовый портрет осциллятора с переменным 
затуханием. Предельный цикл 

Если при больших амплитудах фазовый портрет системы 
представляет собой скручивающуюся спираль, радиус витков ко-
торой постоянно убывает, а при малых амплитудах – раскручи-
вающуюся спираль, радиус витков которой постоянно возрастает, 
то нетрудно догадаться, что должен существовать замкнутый ви-
ток, разделяющий эти две спирали. Он называется предельным 
циклом.  

 

 
Рис. 6 – Пример зависимости коэффициента затухания осциллятора ),( vy  

от амплитуды: при малых амплитудах   0 , а при больших –   0  

 
Рис. 7 – Предельный цикл (показан жирной линией) 

Предельный цикл обладает следующими свойствами: 
1) динамика системы на её предельном цикле является 

строго периодической (поэтому – цикл); 
2) фазовая траектория выходит на предельный цикл неза-

висимо от начального состояния системы (поэтому – предельный 
цикл); 
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3) система, вышедшая на предельный цикл, имеет нулевой 
баланс энергии, то есть за один период она диссипирует ровно 
столько энергии, сколько получает её от источника; 

4) форма предельного цикла и период колебаний на пре-
дельном цикле зависят только от характеристик системы, опреде-
ляющих значения коэффициентов в уравнении динамики, но не 
от начальных условий и внешних воздействий.  

Устойчивый предельный цикл, устойчивый фокус и устойчи-
вый центр являются аттракторами.  

Аттрактор – множество точек, к которому стремятся 
все фазовые траектории из окружающих областей фазового 
пространства.  
Фокус и центр – аттракторы размерности ноль (точки). Пре-

дельный цикл – аттрактор размерности единица (линия).  
Потрясающим открытием, сделанным в 60-е годы 20 века, бы-

ло обнаружение у некоторых динамических систем аттракторов 
дробной (нецелой) размерности. Они получили название стран-
ных аттракторов.  

С1. Автоколебания 
Колебания, соответствующие предельному циклу системы с 

переменным затуханием, не являются свободными, поскольку 
требуют для своего поддержания внешнего источника энергии. 
Они не являются и вынужденными, поскольку их частота опре-
деляется только свойствами системы, но не частотой вынуждаю-
щей силы. Эти колебания, даже в первоначально покоившейся 
системе, возникают сами по себе. Это – автоколебания.  

Автоколебания – незатухающие колебания в диссипатив-
ной нелинейной системе, поддерживаемые за счет энергии 
внешнего источника, параметры которых (амплитуда, час-
тота, спектр) определяются свойствами самой системы и 
не зависят от начальных условий.  
Примеры автоколебаний: а) часы-ходики; б) гул водопровод-

ных труб при открывании крана; в) свист, игра на флейте, органе; 
г) биение сердца.  
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С2. Генератор Ван дер Поля.  
Генератор Ван дер Поля (ГВдП) представляет собой радио-

техническое устройство для получения электрических колебаний. 
ГВдП представляет собой колебательный контур, состоящий из 
активного сопротивления R, емкости C и индуктивности L, кото-
рый включен между сеткой и катодом электронной лампы-триода 
(см. рис. 8). В анодную цепь триода (цепь от катода к аноду) 
включены анодная батарея E и индуктивность L , намотанная по-
верх индуктивности L.  

 
Рис. 8 – Электрическая схема генератора Ван дер Поля 

Нелинейным элементом в ГВдП служит электронная лампа-
триод. Ее основное свойство заключается в том, что малые изме-
нения потенциала сетки U относительно катода сильно и нели-
нейно влияют на ток от катода к аноду (анодный ток aI ). Эта за-
висимость представляется анодно-сеточной характеристикой 

)(UI a , типичный вид которой представлен на рис. 9.  

Ia 

i 

I 
R 

C 

L L’ 

E 

Анод 

Катод 

Сетка 

 



 31

 
Рис. 9 – Анодно-сеточная характеристика триода  

Для удобства анодно-сеточную характеристику описывают 
формулой 

3
200)( USUSIUI a   .                                            (3. 5) 

(пунктирные линии на рис 9). Здесь 200 ,, SSI  − параметры лампы.  
Области, в которых уравнение (3. 5) существенно отличается 

от реальной характеристики лампы, обычно не достигаются при 
работе генератора.  

Анодный ток aI  через взаимную индуктивность M влияет на 
колебательный контур. Если L  и L  ориентированы так, что рост 

aI  ведет к положительной добавке к U , то говорят о положитель-
ной обратной связи между U и aI  (ПОС). Характеристикой ПОС 
является взаимная индуктивность M. Благодаря ПОС, колебания, 
случайно возникшие в контуре, усиливаются лампой, и их ампли-
туда растет за счет энергии, получаемой из источника питания. 
При большой амплитуде maxII a   и дальнейший рост амплитуды 
дает лишь рост потерь в R. В итоге устанавливается стационар-
ный режим колебаний, в котором все потери энергии в точности 
компенсирует анодная батарея.  

В соответствии с уравнением Максвелла 

dt
dФldE  .                                                    (3. 6) 

Для колебательного контура имеем: 

dt
dI

M
dt
dIL

C
qIR a .                                        (3. 7) 
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Так как сеточный ток i  очень мал по сравнению с током в ко-
лебательном контуре I , то весь ток в контуре – это ток разрядки 
конденсатора: 

dt
dUC

dt
dqI  .                                                 (3. 8) 

Знак минус в выражении (3. 8) указывает на то, что разрядка  
конденсатора С, уменьшающая U, приводит  к положительному 
значению I при выбранном его направлении.  

Далее,  

dt
dUUS

dt
dU

dU
dI

dt
dI aa )( .                                         (3. 9)                                         

Величина ( ) adIS U
dU

  называется крутизной характеристики 
лампы и для нее с помощью выражения (3. 5) можно получить 

2
0 2( ) 3S U S S U  .                                            (3. 10)                                             

Сделаем замену переменной  t  в уравнении (3. 7) по правилу: 
t0  .                                                     (3. 11) 

В итоге получаем 
  03 2

22
0  UUMSVUU   ,                               (3. 12) 

где 

                         0

23
MS RC

V
MS


 .                                                (3. 13) 

Две точки и одна точка над переменной U означают вторую и 
первую производные соответственно по безразмерному времени 
 . Величина в квадратных скобках представляет собой эффек-
тивное затухание системы. Нас интересует случай, когда при ма-
лых амплитудах колебаний  U  затухание отрицательно. Из (3. 12) 
следует, что для этого необходимо 

RCMS 0  .                                                  (3. 14) 

Таким образом, колебания в колебательном контуре будут са-
мовозбуждаться, если: 

а) обратная связь, характеризуемая величиной M, поло-
жительна и достаточно велика; 
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б) крутизна характеристики лампы при малых анодных 
токах достаточно велика; 

с) диссипация энергии в контуре, определяемая значением 
R, не слишком велика.  

При 22 VU   эффективное затухание отрицательно и система 
получает энергию. При 22 VU   эффективное затухание положи-
тельно и система отдает энергию. Очевидно, что при автоколеба-
ниях энергии, отдаваемые и получаемые в течение периода, рав-
ны. Для этого необходимо, чтобы величина 2U  колебалась вокруг 
значения 2V . Таким образом, величина V характеризует амплиту-
ду автоколебаний.  

Перепишем (3. 12) для новой безразмерной переменной 
VUx / : 

  012  xxx                                                 (3. 15) 
Уравнение (3. 15) получило название уравнение Ван дер По-

ля. Здесь  – параметр, характеризующий нелинейность:  
2

023 VMS                                                 (3. 16) 

При     система эквивалентна линейному осциллятору без 
затухания; при 1   автоколебания по форме будут мало отли-
чаться от гармонических; при 1   форма колебаний будет суще-
ственно отличаться от синусоидальной.  

С3. Слабо нелинейные автоколебания. 
Анализ методом возмущений 

Если нелинейность слабая, то  1, то есть является малым 
параметром. Физики очень любят, когда в задаче есть малый па-
раметр, потому что это позволяет рассматривать содержащее его 
слагаемое как слабое возмущение более простой задачи, не со-
держащей этого слагаемого. Так, при   1 второе слагаемое в 
уравнении Ван дер Поля является возмущением задачи 0 xx , 
описывающей обычный линейный осциллятор.  

Малость малого параметра обычно используется путем раз-
ложения искомого решения в ряд по степеням этого параметра. 
Делается это следующим образом. Искомое решение уравнения 
Ван дер Поля (3. 15) зависит, очевидно, как от  , так и от  : 

 x x  ,                                                  (3. 17) 
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Поскольку  1, то удобно разложить решение (3. 17) в ряд 
Тейлора по степеням  : 

         2 3
0 1 2 3, ...x x x x x             ,                (3. 18) 

где 

   x
x

1

0


  
 




, ,    x
x

2

2

2

1
2 0


  
 


!

,  и т. д.                 (3. 19)  

Благодаря малости , ряд (3. 18) обычно довольно быстро схо-
дится.  

Будем искать решение уравнения Ван дер Поля в виде ряда (3. 
18), рассматривая коэффициенты ряда 0 1 2, , ,x x x  как неизвестные 
функции, подлежащие определению. Подчеркнём, что эти функ-
ции не должны меняться при изменении ! 

Далее, нас будет интересовать не всякое, а только периодиче-
ское решение  x  , . Нетрудно сообразить, что ряд (3. 18) будет 
периодическим при любом   лишь если периодичны (причем, с 
одним и тем же периодом) все его члены. Таким образом, мы 
должны потребовать, чтобы для всех значений i выполнялось сле-
дующее условие: 

     i x T xi i:   ,                                    (3. 20) 

где T – (безразмерный) период колебания.  
Кроме того, мы всегда можем в качестве нулевого момента 

времени выбрать момент, когда x  0 . Аналогично вышеизложен-
ным соображениям, чтобы для любого  выполнялось  x  ,  0 0  
необходимо: 

   i x i:  0 0                                           (3. 21) 

Теперь можно подставить проект решения в виде ряда (3. 18)  
в уравнение (3. 15). Удерживая члены до квадратичного включи-
тельно, имеем: 

 
  

        0121

221
2
0110022

2
1

2
001

1
00

0

2
2

10
2

20
2
110

2
0

2
2

102
2

10













xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxx

xxxxxx







(3. 22) 

Ясно, что (3. 22) выполняется для любого  в том и только в 
том случае, если равна нулю любая квадратная скобка: 
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000  xx                                                        (3. 23) 

 2
0011 1 xxxx                                                (3. 24) 

   100
2
0122 21 xxxxxxx                             (3. 25) 

Формулы (3. 23−25) представляют собой рекуррентную сис-
тему дифференциальных уравнений.  

Решение (3. 23) просто: 

 x A B Ax0 0 0 00 0 0   sin cos sin                         (3. 26) 

Подставляя (3. 26) в (3. 24), получаем: 

   3
4
1

4
111 3

0
2
00

22
011 coscossincos AAAAAxx o 






                 (3. 27) 

Уравнение (3. 27) описывает колебания гармонического ос-
циллятора с собственной частотой 1 под действием двух вынуж-
дающих сил: 

 f A A1 0 0
21 1

4
  





cos                                      (3. 28) 

 f A2 0
31

4
3  cos                                                (3. 29) 

В силу линейности уравнения (3. 27), применим принцип су-
перпозиции, согласно которому  

x1(под действием f f1 2 ) = 
= x1(под действием только f1 ) + x1(под действием только f2 ) (3. 30) 

Но сила f1  имеет частоту 1, совпадающую с собственной час-
тотой осциллятора. Она должна вызвать резонанс, при котором 
амплитуда колебаний будет неограниченно расти с течением 
времени. Такое решение не может быть периодическим. Полу-
чить периодическое решение можно лишь при условии, что ам-
плитуда силы f1  равна нулю. Отсюда 

A x0 02 2 ; sin                                              (3. 31) 
Таким образом, в нулевом приближении автоколебания слабо 

нелинейного осциллятора Ван дер Поля будут гармоническими с 
безразмерной амплитудой равной 2, то есть VU 2max .  

Обратим внимание, что в следующем порядке теории возму-
щений возникают вынужденные колебания x1 с частотой, втрое 
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большей собственной частоты собственных колебаний  
LC-контура. Это типичная черта нелинейного осциллятора. Если 
линейный осциллятор всегда колеблется с частотой, равной час-
тоте вынуждающей силы, то отклик нелинейного осциллятора 
содержит обертоны – колебания с частотой, кратной частоте ос-
новного тона (в данном случае – с частотой 3 0 ).  

Напоследок заметим, что повторение процедуры, с помощью 
которой была определена константа A0 , не позволяет определить 
амплитуду функции x1: в правой части уравнения (3. 25) не удаёт-
ся избавиться от слагаемых, вызывающих резонанс. В результате, 
в разложении (3. 18) амплитуда слагаемого ~ 2  будет с течением 
времени неограниченно расти. Физическая причина этой матема-
тической трудности – в том, что частота нелинейных колебаний 
зависит от их амплитуды, и потому введение нелинейности, 
пусть даже малой, слегка изменит период колебаний. Форма фа-
зовой траектории при этом может быть почти такой же, как для 
линейного осциллятора, однако темп движения фазовой точки по 
ней будет чуть иной. С течением времени разница в положениях 
будет накапливаться, и, оставаясь на одной кривой, изображаю-
щие точки для линейного осциллятора и нелинейного могут 
очень сильно разойтись вдоль неё. Чтобы учесть это обстоятель-
ство следует в уравнении Ван дер Поля заменить частоту  0  на 
величину, зависящую от степени нелинейности (  100  ), 
и находить поправки к частоте одновременно с поправками к ди-
намической переменной x .  

D. Релаксационные автоколебания 
Итак, при  1 автоколебания представляют собой практиче-

ски правильную синусоиду с амплитудой 2; динамика возбужде-
ния автоколебаний при этом описывается спиралью, раскручи-
вающейся из начала координат: 
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                         а)                                                          б) 
Рис. 10 – а) Зависимость обобщенной координаты ГВдП (нормированного 
сеточного напряжения) от обобщенной скорости (нормированного тока в 

колебательном контуре) б) Зависимость нормированного сеточного  
напряжения от времени. μ =0,5 

При сильной нелинейности ( 1) фазовый портрет генерато-
ра Ван дер Поля приобретает вид как на рис. 11а, а закон динами-
ки – на рис. 11б.  
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                      а)                                                        б) 
Рис. 11 – а) Зависимость обобщенной координаты ГВдП (нормированного 
сеточного напряжения) от обобщенной скорости (нормированного тока в 

колебательном контуре) б) Зависимость нормированного сеточного  
напряжения от времени. μ =5 

В течение времени 1  (примерно от 5 сек до 8 сек) движение 
системы медленное, то есть ток в контуре мал, производная dx/dt 
мала, напряжение на конденсаторе U Vx  велико. Быстро разря-
диться конденсатор не может из-за большого эффективного зату-
хания, пропорционального  122 VU . Однако постепенно он все 
же разряжается, напряжение на нем падает, и наступает момент, 
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когда затухание становится малым и даже меняет знак (при 
U V2 2 ). Процесс разрядки резко ускоряется, в контуре возникает 
сильный ток. В течение времени 2  (примерно от 8 сек до 12 сек) 
движение системы быстрое, dx/dt велика. При этом напряжение 
на конденсаторе доходит до нуля и продолжает расти до макси-
мума, но с противоположным знаком. Затем все повторяется.  

Нелинейные колебания, при которых периоды почти неиз-
менного состояния системы чередуются с резкими скачками 
в другое состояние, называются релаксационными.  
Релаксационные автоколебания допускают приближенное 

аналитическое описание, основанное на существовании двух ха-
рактерных масштабов времени – большого  1  и малого  2 . Про-
демонстрируем это на примере автоколебаний, описываемых 
уравнением Рэлея.  

E. Уравнение Рэлея. 
Разделение быстрых и медленных движений.  

Нелинейное уравнение Рэлея имеет вид: 

d x
d

dx
d

dx
d

x
2

2

2

1 0



 

 














                                  (3. 33) 

Пусть  1. Введём новую переменную 
    x x                                         (3. 34) 

и «медленное время» 
T T d

d
d

dT
=    

 
   

1                            (3. 35) 

Подставляя (3. 34) и (3. 35) в (3. 33), получаем уравнение  

1 1 02

2

2

2


   d

dT
d
dT

d
dT

 














   ,                              (3. 36) 

эквивалентное системе двух уравнений первого порядка: 

 .)(; 
 22 1 vv

dT
dv

v
dT
d                                 (3. 37) 

Из (3. 37) видно, что если множитель в квадратных скобках не 
слишком мал, то v должна меняться очень быстро (~ 2 ). При 
этом производная  
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 d
d




  




 2
21                                           (3. 38)    

велика. Другими словами, на быстрых участках фазовые траекто-
рии идут почти вертикально, и 

  const                                                  (3. 39) 
Это уравнение «быстрых» движений.  
Медленные движения возникают только при условии, что со-

множитель в квадратных скобках второго уравнения в (3. 37) 
близок к нулю, то есть 

 21                                                 (3. 40) 
Это уравнение «медленного» движения. Фазовая траектория, 

соответствующая (3. 40) – траектория «медленных» движений – 
изображена на рис. 12. Направление движения по ней определя-
ется первым уравнением (3. 37). Координаты характерных точек 
  определяются из уравнения 

d
d



  1 3 02                                         (3. 41) 

откуда 
                                         

1
3

,                                           (3. 42) 

 
2

3 3
                                                 (3. 43) 

 
Рис. 12 – Фазовый портрет уравнения Рэлея для релаксационных  

колебаний на основе  приближенного  анализа методом  разделения   
быстрых  и  медленных  движений 
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Медленное движение на участках АВ и DC устойчиво. Дейст-
вительно, пусть на участке АВ    M T , и в результате случайно-
го внешнего толчка система получила малую дополнительную 
скорость  . Динамика дальнейшего изменения её скорости опи-
сывается вторым уравнением (3. 37) : 

         
        
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dT

d
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M M

M M M M
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           

        

       




 

  

2 2

2 2 2 2 2 2 2 3

1

1 1 3 3
   (3. 44) 

откуда 
   d
dT M





   2 21 3                                   (3. 45) 

или 
        d

dT Mln    2 21 3                                     (3. 46) 

Если 312 M , то ln   с течением времени уменьшается, то 
есть уменьшается и  . Это означает, что фазовая траектория 
стремится к траектории «медленного» движения.  

При 312 M , очевидно, ln   с течением времени возрастает, 
то есть фазовые траектории стремятся покинуть окрестности тра-
ектории «медленного» движения. Участок BD оказывается неус-
тойчивым относительно «быстрого» движения! 

Что же происходит с системой, когда она, двигаясь по устой-
чивой «медленной» траектории АВ подходит к точке В? В этой 
точке медленное движение теряет устойчивость и происходит пе-
реход к быстрому движению. Но уравнение быстрого движения 
есть   const! Таким образом, система начинает быстро двигать-
ся по вертикали ВС до пересечения со второй устойчивой ветвью 
медленных движений, и т. д.  

Вычислим период релаксационных автоколебаний. Быстрые 
участки BC и AD вклада в него почти не дают, а медленные AB и 
CD дают одинаковый вклад. Таким образом,  

 
2

2 21 3 32 2 2 2 2 2 ln
2

B B B B
B

AB B A
AA A A A

d vT T d dT dv
v v

      


 
        

 
    (3. 47) 

В итоге, для периода получаем следующее выражение: 
 T  3 2 2ln                                            (3. 48) 
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F. Автоколебания в биологических системах.  
Мы уже знакомы с одним примером колебаний в биологиче-

ской системе – с моделью Лотки-Вольтерры. Однако таких при-
меров гораздо больше. Для биологических систем цикличность, 
периодичность поведения вообще является способом существо-
вания. Выдающийся специалист по математической биологии 
академик А. М. Молчанов указал, что это вытекает из одного 
факта длительной эволюции. За четыре с половиной миллиарда 
лет устойчивые системы должны были придти в равновесие с ок-
ружающей средой, стать её частью. Неустойчивые за это время 
давно распались. Единственным промежуточным вариантом яв-
ляются системы колебательные, точнее говоря – автоколеба-
тельные, поддерживающие колебания за счёт потока энергии из 
окружающей среды.  

Эволюция четыре с половиной миллиарда лет шла в условиях 
периодических изменений окружающей среды – суточных, се-
зонных. В результате эти ритмы должны были запечатлеться в 
самом устройстве, в физиологии животных и растений. Действи-
тельно, каждый организм имеет определенный ритм жизнедея-
тельности – биологические часы. Циклические колебания жизне-
деятельности организмов с периодом, близким к суточному, на-
зываются циркадными (или циркадианными) ритмами.  

Доказано, что циркадные ритмы не являются вынужденными 
колебаниями. Они записаны в геноме и продолжаются даже в ус-
ловиях, когда ритмичность внешних воздействий нарушается 
(например, при перелётах между часовыми поясами, жизни в пе-
щере или на космической станции). Период циркадных ритмов 
практически не зависит от температуры, освещённости и других 
факторов. Следовательно, эти ритмы отражают автоколебатель-
ные процессы в живых организмах.  

Основу жизнедеятельности живых организмов составляет 
сложнейший комплекс биохимических реакций. Главное отличие 
этих реакций от тех, которые идут в неживой природе состоит в 
том, что все они эффективно идут только в присутствии катали-
заторов-ферментов. Возникает вопрос, присуща ли периодич-
ность только организму в целом, возникает ли она на биологиче-
ском уровне, или периодическое поведение может быть свойст-
венно и чисто химическим системам, не достигающим ещё био-
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логического уровня сложности. Ответ на последний вопрос явля-
ется положительным.  

3. 2. Порядок выполнения работы 
Написать программу VDP-generator  приближенного решения 

нелинейного дифференциального уравнения (3. 15) с заданными 
начальными условиями. Построить графики функций 

   ( ) , , ( )x v x v x    .  
Указание 
Ниже представлен алгоритм программы VDP-generator реше-

ния дифференциального уравнения Ван дер Поля с применением 
пакета MathCad.  
1. Ввести параметр нелинейности задачи   
2. Ввести ключевое слово Given 
3. Запишите само дифференциальное уравнение и его ограниче-

ния, использующие булевы операторы.  
4. Ввести начальные условия задачи ox , ov  
5. Используйте функцию odesolve для решения дифференциаль-

ного уравнения Ван дер Поля методом Рунге-Кутты.  
6. Построение графика зависимости x=x(t).  
7. Построение графика зависимости v=v(t).  
8. Построение графика фазовой траектории v=v(x).  

В приложении приведен листинг программы VDP-generator 
решения уравнения Ван дер Поля в пакете MathCad.  

3. 3. Контрольные вопросы 
1.  Уравнение осциллятора с затуханием, зависящим от амплиту-

ды. Фазовые траектории при положительном и отрицательном 
затухании.  

2. Предельный цикл осциллятора с переменным затуханием, его 
свойства. Аттрактор.  

3. Определение автоколебаний.  
4. Устройство генератора Ван дер Поля и принцип его работы.  
5. Анодно-сеточная характеристика триода.  
6. Вывод дифференциального уравнения генератора Ван дер Поля.  
7. Условия самовозбуждения колебаний в колебательном контуре.  
8.  Решения дифференциального уравнения генератора Ван дер 

Поля при малых и больших значениях параметра нелинейности.  
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9.  Фазовый портрет генератора Ван дер Поля.  
10.  Слабо нелинейные автоколебания. Анализ методом возму-

щений.  
11. Релаксационные колебания.  
12. Нелинейное дифференциальное уравнение Рэлея. Разделение 

«быстрых» и «медленных» движений.  
13. Фазовый портрет уравнения Рэлея в случае релаксационных 

колебаний, на основе приближенного анализа методом разде-
ления быстрых и медленных  движений.  

14. Вычисление периода релаксационных автоколебаний.  
15. Автоколебания в биологических системах.  
16. Модифицируйте программу VDP-generator таким образом, 

чтобы получить решения нелинейного уравнения Рэлея.  
2 1 0x x x         .                                        (3. 49) 
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ТЕМА №4. Исследование отображения Ферхюльста 

Цель работы: моделирование простого одномерного нели-
нейного дискретного отображения Ферхюльста.  

4. 1. Теоретическое введение 
Обозначим через iP  численность популяции в i-том поколе-

нии. Простую модель развития популяции можно представить в 
виде 

1 ,i iP P                                                      (4. 1) 

где , 0const   , 0,1,2,3, ...i  . Это линейное уравнение описывает 
геометрический рост популяции. В более реалистической модели 
численность популяции ограничивается возможностями окру-
жающей среды, и  

2
1 ( )i i i i iP P P P P        .                                     (4. 2) 

Второе слагаемое в (4. 2) описывает уменьшение естественно-
го прироста с ростом численности популяции (нагрузки на окру-
жающую среду).  

Нормируем численность популяции в соответствии с правилом 

i iP x


 .                                                 (4. 3) 

Для нормированной численности популяции получаем урав-
нение 

1 (1 )i i ix x x   .                                                (4. 4) 

Это и есть одномерное нелинейное дискретное отображе-
ние Ферхюльста. Уравнение (4. 4) в литературе еще называют 
логистическим уравнением или квадратичным итератором. Ве-
личину 4/r  в литературе принято называть параметром роста. 
(4. 4) можно представить в виде 

1 ( )i ix f x  ,                                              (4. 5) 

)()( xrxxf  14 .                                            (4. 6) 
Заметим, что если 1ix  , то 1 0ix   . Поэтому, во избежание не-

физических ситуаций, наложим ограничения на переменную x и 
параметр роста r: 
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0 1, 0 1.x r                                              (4. 7) 
Значение x0 называют источником отображения или старто-

вым значением, а значения xi – итерированными значениями ото-
бражения.  

В большинстве случаев несколько начальных итераций ведут 
себя нерегулярным образом, но потом устанавливается некоторая 
закономерность. Начальный отрезок последовательности называ-
ется переходным режимом, а остальная часть называется устано-
вившимся режимом. Последовательность значений ix  называется 
орбитой отображения.  

Точка *x  называется неподвижной точкой отображения (4. 4), 
если * *( )x f x , т. е. если *

ix x , то все nx  при n > i также равны *x .  
Так же, как и для непрерывных систем, неподвижные точки 

дискретного отображения могут быть устойчивыми и неустойчи-
выми.  

 
 
 

Неподвижная точка *x  будет устойчивой  точкой, если  после-
довательность ( )nx  будет сходиться к неподвижной точке *x . В 
этом случае величина 1M  , где ( )df xM

dx
    

 при *x x , т. е. наклона 

2 4 6 8 10 12 14 16 i 

xi 

1 
=2.4, период=1 

O 

2 4 6 8 10 12 14 16 i 

xi 

1 
=3.6, период=4 

O 

2 4 6 8 10 12 14 16 i 

xi 

1 
=04 

O 

2 4 6 8 10 12 14 16 i 

xi 

1 
=3.5, период=2 

O 

Рис. 13 – Графики итерированных значений xi в зависимости от номера 
итерации i  для случаев =0.4, =2.4, =3.5, =3.6 (схематично) 
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касательной к функции f(x) в точке *x x  должен быть меньше 045 . 
Если же 1M  , то отклонение точки ix  от *x  с каждым шагом ите-
рации увеличивается в М раз и неподвижная точка *x  неустойчи-
ва. В этом случае наклон касательной к функции  f(x) в точке 

*x x  будет уже более 045 .  
Циклом порядка m дискретного отображения  1 ( )i ix f x    назы-

вается такая последовательность точек 1 2 3, , , ..., mx x x x  , что  

2 1 3 2 1 1( ), ( ), ..., ( ), ( )m m mx f x x f x x f x x f x    .                       (4. 8) 
Рассмотрим отображение Ферхюльста (4. 4). Оно имеет две 

неподвижные точки: * 0x   и * ( 1) /x    . Точка * 0x   является ус-
тойчивой неподвижной точкой при 1   . Точка * ( 1) /x    . ус-
тойчива при 1 3  .  
А.  Если принять значение r равным 0. 1 ( 40. ) и стартовать из 

любой точки 00 x  и 10 x , то нетрудно видеть, что итераци-
онный процесс сходится к неподвижной точке 0*x  (рис. 13). 
Эта неподвижная точка устойчива. Говорят, что она образует 
аттрактор с периодом, равным 1.  

В.  Если принять значение r равным r = 0. 6  ( 42. ) и итерации 
начинать из любой точки источника 00 x  и 10 x , то нетрудно 
увидеть, что итерационный процесс сходится к неподвижной 
точке 127 /* x  (рис. 13). Она также является аттрактором с пе-
риодом 1.  

С.  Если параметр r становится чуть больше 0. 75 ( 3 ), то после 
переходного режима x осциллирует между двумя значениями 
x1

* и x2
* (рис. 13). Вместо устойчивого цикла с периодом 1, со-

ответствующего одной неподвижной точке, у системы появ-
ляется устойчивый цикл с периодом 2. Расщепление одной 
неподвижной точки на несколько (в данном случае на две) на-
зывают бифуркацией. Неподвижные точки x1

* и x2
* образуют 

устойчивый аттрактор с периодом 2, т. е. в этом случае каждая 
вторая итерация принимает то же самое значение, и 

 )( ii xffx  . Можно сказать, что аттракторы функции f(x) яв-
ляются неподвижными точками функции )())(()( xfxffxg 2 .  

D.  Пусть 0. 75 < r < 1 (3 < λ < 4). При дальнейшем росте r вели-
чина наклона касательной в неподвижных точках g(x) дости-
гает значения равного 1, и неподвижные точки удваиваются. 
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Теперь период функции f становится равным 4 (рис. 13), то 
есть возврат к исходному значению происходит на каждой 
четвертой итерации. По мере роста r происходит удвоение пе-
риода по схеме 

1 2 4 8 16 32       и т. д.  

Рис. 14 – График итерированных значений ix  в зависимости от параметра 
роста r . Получено с помощью пакета QuickBasic  

Фейгенбаум показал, что величина  , определяемая как  
1

2 1

4.6692016lim n n

n n n

r r
r r



  


 


                                  (4. 9) 

есть универсальная постоянная, не зависящая от конкретного ви-
да f(x). Это число измерялось экспериментально на ряде физиче-
ских систем, демонстрирующих удвоение периода. Такие систе-
мы известны в гидродинамике ( 2 , ,H O He Hg ), электронике (дио-
ды, транзисторы), лазерной технике, физике твердого тела (джо-
зефсоновские переходы) и акустике ( He).  

При 0.892486cr r   каскад удвоений заканчивается переходом к 
хаотическому режиму (светлая область на графике). Следует от-
метить, что внутри областей хаоса имеются узкие окна периоди-
ческого движения.  

4. 2. Порядок выполнения работы 
В приложении приведен листинг программы FERHULST-

graph построения графика зависимости численности популяции 
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от времени в соответствии с решением (4. 12) при разных началь-
ных условиях 0(0)Y Y  и параметра роста   с применением пакета 
MathCad .  
1. С помощью программы FERHULST-graph покажите графиче-
ски, что: 

а)  при  r < 0. 75 у функции существует единственная устой-
чивая неподвижная точка; 

б)  при  0. 75 < r < 0. 862 у функции существуют две единст-
венные устойчивые неподвижные точки; 

в)  при  0. 862 < r <0. 88 у функции существуют четыре 
единственные  устойчивые неподвижные точки; 

г)  при  r > 0. 892486 у функции происходит переход к хао-
тическому режиму, причем  внутри области хаоса, на-
пример  при  r=0. 9575,   у функции  вновь наступает пе-
риодический режим.  

2. Используйте программу FERHULST-graph и определите при-
ближенное значение универсальной постоянной Фейгенбау-
ма для отображения Ферхюльста.  

3. Модифицируйте программу FERHULST-graph для построения 
графика зависимости значения функции f от параметра роста 
r отображения Ферхюльста и таких отображений как: 
а) ))1(exp()( xrxxf   (отображение Мэйя); 
б) ).)12(()( 4 xrxf  

4. 3. Контрольные вопросы 
1.  Одномерное отображение Ферхюльста. Параметр роста ото-

бражения.  
2.  Неподвижные точки дискретного отображения и их устойчи-

вость.  
3.  Определение цикла дискретного отображения. Понятие ат-

трактора с периодом 1, 2 и т. д.  
4.  Вид графика итерированных значений x  отображения Фер-

хюльста в зависимости от параметра роста отображения r.  
4. Определение универсальной постоянной Фейгенбаума  .  
5.  Вид графика итерированных значений xi отображения Фер-

хюльста в зависимости от номера итерации i при 4r  1, 3  4r 
 4.  
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ТЕМА № 5. 
Исследование множеств Жюлиа и Мандельброта 

Цель работы: моделирование нелинейных множеств Жюлиа 
и Мандельброта.  

5. 1. Теоретическое введение 

А. Квадратичное отображение комплексной плоскости 
Пусть iyxz   комплексное число. Отображение  вида 

2
1n nz z C                                                          (5. 1) 

называют квадратичным отображением комплексной плоскости. 
Здесь 1 1 1, , 0,1, 2,3,... ,n n n n n nz x iy z x iy n C C iC            – комплекс-
ная константа. Поскольку 2 2 2 2n n n n nz x y ix y   , то комплексное ото-
бражение (5. 1) можно заменить вещественным двумерным ото-
бражением 

2 2
1

1 2
n n n

n n n

x x y C
y x y C





   
  

.                                               (5. 2) 

В. Динамика отображения 2
1n nz z C    при С = 0 

В тригонометрической форме отображение 2
1n nz z C    при С=0 

можно представить в виде 
22

1 exp(2 )n n nz z z i   .                                          (5. 3) 
Очевидно, что 0nz   при n  , если 1 1z   и nz   при n  , 

если 1 1z  . Говорят, что отображение (5. 3) имеет два аттрактора 
– точки z=0 и z= . Круг 1z   называется бассейном первого ат-
трактора. Вся остальная область комплексной плоскости называ-
ется бассейном второго аттрактора.  

С. Неподвижная точка отображения 2
1n nz z C    

Точка *z  называется неподвижной точкой отображения 
1 ( )n nz f z  , если * *( )z f z . Неподвижная точка отображения (5. 1) 

выражается через комплексный параметр С следующим образом: 
*
1,2 0.5(1 1 4 )z С   .                                             (5. 4) 

Нетрудно показать, что условие устойчивости двумерного 
отображения (5. 1) оказывается таким же, что и для одномерного: 
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*

*2 1
z z

df z
dz 

     или   * 1/ 2z  .                                    (5. 5) 

Последняя запись означает, что областью устойчивости не-
подвижной точки *z  является круг с радиусом 1/2 (рис. 15а). На 
плоскости же комплексной переменной С область, для которой 

* 1/ 2z   будет представлять собой кардиоиду (рис. 15б). Если С 
внутри кардиоиды, то существует устойчивая неподвижная точ-
ка, к которой притягивается последовательность, стартующая с 
не слишком больших z. Если же С вне кардиоиды, последова-
тельность (z) неизбежно уйдет на бесконечность.  

 
 
                           а)                                                        б) 

Рис. 15 – а) область устойчивости неподвижной точки z* на плоскости 
комплексной переменной z; б) та же область устойчивости z* на плоскости 

комплексной переменной С 

D. Множество Жюлиа и его компьютерное построение 
Рассмотрим область комплексной переменной z, ограничен-

ную неравенствами 
1.5 Re 1.5
1.5 Im 1.5

z x
z y

   
   

  .                                              (5. 6) 

Выберем решетку точек этой области с определенным шагом.  
Зададим на плоскости z (плоскости xОy ) круг некоторого ко-

нечного радиуса R, который назовем радиусом убегания. Зада-
димся фиксированным значением комплексного параметра C. 
Теперь для этого C исследуем каждую точку решетки в области 
(5. 6) следующим образом.  

Возьмем в качестве источника итераций точку (x0, y0). Если за 
достаточно большое число итераций N последовательность (5. 2) 
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выйдет за пределы радиуса убегания ( 222 Ryx NN  ), будем счи-
тать, что источник (x0, y0) принадлежит бассейну бесконечно уда-
ленной точки. Окрасим такие точки, например, в белый цвет. Ес-
ли же за N итераций последовательность (5. 2) не выйдет за пре-
делы радиуса убегания ( 222 Ryx NN  ), то считаем, что источник 
(x0, y0) не принадлежит бассейну бесконечно удаленной точки, и 
такие стартовые точки окрашиваем, например, в черный цвет.  

После исследования всех точек области (5. 6) каждая из них 
станет «белой» или «черной», как показано на рис. 16.  

Точки комплексной области z, принадлежащие границе 
бассейна бесконечно удаленной точки при заданном значении 
параметра C, образуют множество Жюлиа для данного зна-
чения C.  
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Рис. 16 – Различные формы множества Жюлиа,  

полученные с помощью пакета QuickBasic 
 
Как видно из рис. 16, при C = 0 множество Жюлиа – окруж-

ность. При  С   0 множество Жюлиа – деформированная окруж-
ность. С приближением комплексного параметра С к границе 
кардиоиды граница бассейна становится все более изрезанной 
(рис. 17).  

 
Рис. 17 – Форма множества Жюлиа, полученная с помощью пакета 

MathCad 

Взяв С за пределами кардиоиды, мы не обязательно получим 
расходящуюся последовательность. Как и в случае преобразова-
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ния Ферхюльста, потеря устойчивости неподвижной точкой мо-
жет сопровождаться рождением устойчивого цикла. Поэтому и 
при комплексном параметре С, не принадлежащем области кар-
диоиды, бассейн бесконечно удаленной точки не обязательно 
займет всю плоскость z. Могут существовать области притяжения 
точек, составляющих цикл, которые в этом случае образуют 
сложную структуру. Более точно зависимость формы множества 
Жюлиа от значения параметра C определяется с помощью мно-
жества Мандельброта.  

E. Множество Мандельброта и его компьютерное 
построение 

В отличие от множеств Жюлиа, множество Мандельброта со-
стоит из точек комплексной плоскости параметра C.  

Множество Мандельброта можно определить как мно-
жество таких значений параметра С, для которых последо-
вательность zn+1 = zn

2 + C, стартующая с точки z = 0, не 
уходит на бесконечность.  
Из этого определения вытекает очевидный алгоритм построе-

ния множества Мандельброта с помощью компьютера.  
Рассмотрим область комплексной плоскости С, ограниченную 

неравенствами 
2.0 Re 0.5
1.5 Im 1.5

C C
C C

   
    

 .                                            (5. 8) 

Как и при исследовании множества Жюлиа, строим дискрет-
ную решетку точек области (5. 8), задаем радиус убегания R, и 
для каждой из точек решетки выполняем большое число N итера-
ций последовательности (5. 2), стартуя с z = 0. Если при этом зна-
чении C последовательность zn не вышла за пределы радиуса убе-
гания, то данное значение C считаем принадлежащим к множест-
ву Мандельброта и окрашиваем его в черный цвет. После иссле-
дования таким образом всех точек решетки в области (5. 8), ок-
рашенные черным точки дадут графическое изображение множе-
ства Мандельброта (рис. 18 и 19).  
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Рис. 18 – Форма множества Мандельброта, полученная с помощью пакета 

MathCad  

Рис. 19 – Форма множества Мандельброта, полученная с помощью пакета 
QuickBasic 

Основная часть множества Мандельброта – это кардиоида, 
внутри которой отображение zn+1 = zn

2 + C имеет устойчивую не-
подвижную точку. К этой основной кардиоиде присоединяются 
«почки». Значения C, лежащие внутри «почек», соответствуют 
устойчивым циклам отображения (5. 1). На каждой почке есть 
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почки меньшего размера, на них – еще меньше, и так до беско-
нечности.  

Теперь можно уточнить характер зависимости формы мно-
жеств Жюлиа RJ  от значения комплексного параметра С.  

1. Если С лежит внутри главной кардиоиды множества 
Мандельброта, то RJ – более или менее сильно деформированная 
окружность.  

2. Если С лежит внутри одной из «почек» кардиоиды, то RJ  
состоит из бесконечного множества слепленных друг с другом 
деформированных окружностей, каждая из которых окружает 
точку, принадлежащую циклу.  

3. Если С – точка прорастания «почки», то множество Жю-
лиа имеет «усики», сходящиеся в неподвижной точке.  

4. Если С не принадлежит ни основной кардиоиде множе-
ства Мандельброта, ни какой-то из почек, то множество Жюлиа 
«взрывается», рассыпаясь на бесчисленное множество «пылинок» 
– неустойчивых неподвижных точек и неустойчивых циклов.  

Отсюда вытекает другое, более общее, чем приведенное выше 
определение множества Мандельброта:  

Множество Мандельброта – это множество таких зна-
чений параметра С, при котором соответствующее множе-
ство Жюлиа связно (не распадается на отдельные кусочки).  

F. Фрактальная природа множеств Мандельброта и 
Жюлиа 

Множества Жюлиа принадлежат к числу наиболее прекрас-
ных фракталов. Большинство из них самоподобно. Взглянув на 
границу какого-либо множества Жюлиа в микроскоп, мы увидим 
картину, которая, во-первых, мало зависит от того, в каком месте 
мы смотрим, а, во-вторых, ничем существенно не отличается от 
той, которую мы видели и без микроскопа. В то же время мно-
жество Мандельброта не обладает таким свойством самопо-
добия: да, множество Мандельброта действительно содержит 
бесконечное число малых копий самого себя, и, следовательно, в 
каком бы месте мы ни взглянули на границу множества Ман-
дельброта в микроскоп, мы увидим некоторые из малых копий 
множества Мандельброта. Но эти копии вплетены в сеть нитей, 
вид которой очень сильно зависит от того, в какой точке смот-
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реть. Более того, если рассматривать две копии сравнимого раз-
мера, то отношение расстояния между ними к их размеру будет 
сильно зависеть не только от точки, в которой мы наблюдаем, но 
и от увеличения микроскопа.  

5. 2. Порядок выполнения работы 
В приложении приведены листинги программы JULIA–graph 

построения множеств Жюлиа для отображения zn+1 = zn
2 + C и 

программы MANDELBROT–graph построения множества Ман-
дельброта для отображения zn+1 = zn

2 + C с применением про-
граммирования в системе MathCad.  
1.  Получите изображение множества Жюлиа для отображения 

zn+1 = zn
2 + C, соответствующего следующим значениям ком-

плексного параметра С: а) 0, 0;C C    б) 0.1, 0 ;C C     
в) 0.75, 0;C C     г) 0.1257156, 0.6491704C C   .  

2.  Получите изображение множества Мандельброта для ото-
бражения zn+1 = zn

2 + C в области (5. 8) комплексной плоско-
сти С.  

3.  Получите изображение множества Жюлиа для отображения 
Энона  

2
1

1

1n n n

n n

x y ax
y bx





   
 

                                                   (5. 9)
 

 
4.  Получите изображение множества Жюлиа для отображения 

2
1 , exp(2 ) , ( 5 1) / 2n n nz z z i          .  

5. 3. Контрольные вопросы 
1.  Квадратичное отображение комплексной плоскости.  
2.  Динамика отображения 2

1n nz z C    при С = 0.  
3.  Неподвижная точка отображения 2

1n nz z C   . Критерий ус-
тойчивости неподвижной точки.  

4.  Множество Жюлиа. Зависимость его формы от параметра С.  
5.  Множество Мандельброта. Определение, построение, форма.  

5. 4. Список литературы 
1. Пайтген, Х. О. Красота фракталов. Образы комплексных дина-

мических систем [Текст] / Х. О. Пайтген, П. Х. Рихтер. − М. : 
Мир, 1993. – 173 с.  
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ТЕМА №6. Исследование странного аттрактора Лоренца 

Цель работы: исследование модели ламинарного и турбу-
лентного течения жидкости в системе нелинейных дифференци-
альных уравнений Лоренца.  

6. 1. Теоретическое введение 
Система Лоренца представляет собой тривиальную систему не-

линейной динамики, которая обладает странным аттрактором.  
В физике странным аттрактором называют притяги-

вающие предельные множества, которые содержат одно-
временно устойчивые и неустойчивые периодические траек-
тории с очень небольшими областями притяжения.  
При помощи флуктуаций фазовая траектория системы пере-

ходит с одной устойчивой траектории на другую. Именно по это-
му движение становится хаотическим в численных расчетах и в 
экспериментах.  

Первая из динамических систем со странным аттрактором бы-
ла предложена в качестве модели турбулентности в 1963 году 
американским метеорологом Э. Лоренцем. Она представляет со-
бой систему дифференциальных уравнений, которая получается 
из уравнений гидродинамики при решении задачи о термокон-
векции в подогреваемом снизу горизонтальном слое жидкости: 

     

dx y x
dt
dy rx y xz
dt
dz xy bz
dt

    
 
    
 
    

                                               (6. 1) 

В модели Лоренца присутствуют три неизвестных функции 
x(t), y(t) и z(t), которые  являются гидродинамическими парамет-
рами, характеризующими движение жидкости. Физический 
смысл этих переменных можно проинтерпретировать следующим 
образом:  

1) величина х характеризует скорость вращения конвек-
ционных валов;  

2) величины у и z отвечают за распределение температу-
ры, соответственно, по горизонтали и по вертикали; 
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3) параметр b определяется геометрией конвекционной 
ячейки, а именно, отношением ее вертикального и горизонталь-
ного размеров;  

4) параметр   есть отношение коэффициента кинемати-
ческой вязкости и коэффициента температуропроводности, его 
называют числом Прандтля; 5) параметр r – приведенное число 
Рэлея. В свое время Рэлей показал, что условию возникновения 
конвекционного течения в виде валов отвечает определенное 
критическое значение этого числа.  

Главным в системе Лоренца является параметр r. При плав-
ном изменении этого параметра динамическая система будет ме-
нять тип своего аттрактора. При одних значениях r система будет 
иметь устойчивую предельную точку, а при значениях r, больших 
некоторого бифуркационного значения r*, система приобретает 
совершенно невероятное решение.  

Изначально, Лоренц вывел свои уравнения для моделирова-
ния движения жидкости в запаянной кольцевой трубке. Если 
трубка подогревается снизу, то температура жидкости будет уве-
личиваться, что отвечает увеличению параметра r. При некото-
ром градиенте температур в трубке установится конвективное 
движение жидкости. Жидкость начнет двигаться в какую-либо 
сторону по трубке. Теплая жидкость будет всплывать, а холодная 
– спускаться вниз. При небольшом градиенте температур эта 
конвекция будет ламинарной, т. е. протекать с постоянной скоро-
стью. Как несложно догадаться, такому ламинарному режиму 
конвекции соответствует устойчивый узел решения системы Ло-
ренца (рис. 20 и рис. 21).  

Вне зависимости от начальных условий, после короткого пе-
риода релаксации система переходит в стационарное состояние, 
описывающее ламинарный режим конвекции, т. е. постоянную 
скорость циркуляции жидкости по трубке. Система Лоренца за-
мечательна тем, что предлагает модель ламинарно-турбулентного 
перехода при конвективных движениях жидкости. Если градиент 
температуры превышает некоторый порог, т. е. r увеличивается 
до сверхбифуркационного значения, то происходит переход от 
ламинарного движения жидкости к турбулентному. С точки 
зрения нелинейной динамики это означает переход от особой 
точки типа узла, к другому, совершенно необычному режиму, ко-



 61

торый называется странным аттрактором или аттрактором Лорен-
ца. Решение системы уравнений Лоренца (6. 1) при значении пара-
метра r, превышающем бифуркационное, выглядит почти идентич-
но классическому случайному процессу (рис. 22 и рис. 23).  

В определенном смысле, аттрактор Лоренца является 
стохастическими автоколебаниями, поддерживаемыми в ди-
намической системе за счет внешнего источника. В фазовом 
пространстве странный аттрактор имеет топологию некоторого 
клубка траекторий, в пределах которого можно выделить две об-
ласти. В каждый момент времени решение находится в одной из 
этих областей, причем смена состояний системы в одну или дру-
гую область является совершенно непредсказуемой ( при всех 
значениях времени t).  
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Рис. 20 – Зависимости динамических переменных x, y, z от времени, 

полученные численным интегрированием уравнений Лоренца при   = 10, 
b = 8/3, r = 10 
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Рис. 21 – Фазовый портрет системы Лоренца для набора параметров   
= 10, b = 8/3, r = 10: а) зависимость  динамической переменной y от  

переменной x; б) зависимость  динамической переменной z от переменной y 
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Асимптотического поведения системы Лоренца при t→∞ нет. 
Независимо от выбора начальных условий, уравнения Лоренца 
имеют решение, топология которого показана на рис. 22–23. Та-
кое решение является замечательной моделью турбулентной кон-
векции. Скорость течения жидкости в трубке с большим градиен-
том температуры хаотически осциллирует от одного момента вре-
мени к другому. Таким образом, модель Лоренца хорошо описыва-
ет, как турбулентное движение при конвективном движении жид-
кости в трубке, так и сам ламинарно-турбулентный переход, про-
исходящий при некотором критическом градиенте температур.  

Еще одно замечательное свойство странных аттракторов, в 
частности аттрактора Лоренца, – это чувствительность к началь-
ным условиям. Аттракторы в виде неподвижных точек и пре-
дельных циклов, характеризуются тем, что для различных на-
чальных условий семейства решений сходятся к одному асимпто-
тическому решению.  

 
Рис. 22 – Зависимости динамических переменных x, y, z от времени,  

полученные численным интегрированием уравнений Лоренца при   = 10, 
b = 8/3, r = 28  
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Рис. 23. Фазовый портрет аттрактора Лоренца  

для «классического» набора параметров   = 10, b = 8/3, r = 28:  
а) зависимость динамической переменной y от переменной x;  
б) зависимость динамической переменной z от переменной y  

Иначе говоря, различные траектории, вышедшие из различ-
ных точек, соответствующих различным начальным условиям, 
сходились при t→∞ в одну точку или близкие кривые. Поэтому 
поведение обычных систем, имеющих аттракторы вблизи непод-
вижных точек и предельных циклов, на больших временах хоро-
шо предсказуемо. Со странными аттракторами все совсем не так. 
Какие бы близкие начальные условия мы ни брали, при t→∞ ре-
шения будут расходиться, удаляясь друг от друга в фазовом про-
странстве. Поскольку в реальных задачах начальные условия из-
вестны с некоторой погрешностью (или, по крайней мере, счита-
ются на компьютере с некоторой погрешностью округления), со-
вершенно невозможно указать поведение странного аттрактора 
при достаточно большом времени t, поэтому поведение систем, 
описывающихся странными аттракторами, совершенно не-
предсказуемо. Как отмечал сам Лоренц, именно с таким разбега-
нием траекторий динамической системы может быть связана 
принципиальная невозможность прогнозирования погоды на не-
сколько недель вперед.  

6. 2. Порядок выполнения работы 
Написать программу Lorenz Attractor приближенного реше-

ния системы нелинейных дифференциальных уравнений– систе-
мы Лоренца, описываемой уравнениями (6. 1) с заданными на-
чальными условиями. Построить графики функций  ( ), ( ), ( )x t y t z t , 
y=y(x), z=z(y).  
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Указание 
Ниже представлен алгоритм программы построения графиков 

функций  ( ), ( ), ( )x t y t z t  , y=y(x), z=z(y) с применением пакета MathCad.  
1. Создание правой части системы нелинейных дифференциальных 

уравнений Лоренца в виде её символьной записи в вектор F.  
2. Создать вектор начальных значений искомых функций.  
3. Записать начальное и конечное  значение независимой пере-

менной-длительность переменной время– t1 и t2.  
4. Представить результаты решения системы нелинейных диффе-

ренциальных уравнений Лоренца в графическом и табличном 
виде, используя функцию rkfixed 

5. Построение графиков зависимостей ( ), ( ), ( )x t y t z t .  
6. Построение графика фазовой траектории  y=y(x).  
7. Построение графика фазовой траектории  z=z(y. ) 

В приложении приведен листинг программы Lorenz Attractor  
решения системы нелинейных дифференциальных уравнений 
Лоренца в пакете MathCad.  

6. 3. Контрольные вопросы 
1. Вид системы нелинейных дифференциальных уравнений сис-

темы Лоренца.  
2. Физический смысл переменных и параметров системы Лоренца.  
3. Вид зависимости динамических переменных x, y, z от времени, 

которая получена численным интегрированием уравнений Ло-
ренца при значениях параметров модели   = 10, b = 8/3, r = 10.  

4. Фазовый портрет системы Лоренца для  набора параметров 
модели   = 10, b = 8/3, r = 10.  

5. Вид зависимости динамических переменных x, y, z от времени, 
которая получена численным интегрированием уравнений Ло-
ренца при значениях параметров модели   = 10, b = 8/3, r = 28.  

6. Фазовый портрет аттрактора Лоренца для «классического» на-
бора параметров модели   = 10, b = 8/3, r = 28.  

7. Дайте определение странного аттрактора.  
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ТЕМА №7. Исследование модели брюсселятора 

Цель работы: исследование системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений в модели брюсселятора, построение фазовой 
траектории движения модели при разных значениях исходной 
концентрации катализатора.  

7. 1. Теоретическое введение 

А. Реакция Белоусова-Жаботинского 
В 1950 г. советский химик Белоусов изучал окисление лимон-

ной кислоты броматом калия. В качестве катализатора реакции и 
одновременно индикатора использовались соединения церия, 
диссоциация которых в водном растворе приводила к появлению 
свободных ионов Ce. Известно, что ионы Ce4+ практически не ок-
рашивают раствор, в то время как Ce3+ даёт интенсивную желтую 
окраску. Ожидалось, что через некоторое время после начала ре-
акции установится некоторое стабильное отношение концентра-
ций [Ce4+]/[ Ce3+], которое зависит от скорости реакции, и о вели-
чине которого можно судить по окраске раствора. Каково же бы-
ло удивление химика, когда вместо этого раствор начал изменять 
окраску с жёлтой на бесцветную и обратно с точно выдерживае-
мым периодом! Белоусов наблюдал десятки периодов.  

Статью с описанием результатов эксперимента ни в одном 
химическом журнале не приняли, потому что «этого не может 
быть». Только в 1959 г. удалось пристроить краткую записку в 
сборник рефератов по медицине. Там на неё, спустя ещё пять лет, 
наткнулся молодой биохимик Жаботинский, который исследовал 
реакцию теоретически и экспериментально и подтвердил резуль-
таты Белоусова. На этот раз новость об удивительной реакции 
облетела весь мир, вызвав огромный поток исследований. В по-
следние годы открыто много новых «химических часов», и число 
их продолжает постоянно расти.  

Жаботинский усовершенствовал постановку эксперимента, 
использовав в качестве окислителя бромат натрия NaBrO3, а вос-
становителя – малоновую кислоту CH2(COOH)2. Катализатором 
по-прежнему служили ионы церия. Эти опыты очень эффектны – 
окраска раствора периодически переходит из голубой в розовую 
и обратно.  
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Колебания окраски, определяемые изменениями концентра-
ции [Ce4+], являются релаксационными (рис. 24). Их период де-
лится на две фазы:  1  – падения [Ce4+] (восстановления) и  2 – на-
растание [Ce4+] (окисление): 

 

 
Рис. 24 – Релаксационные колебания окраски раствора,  

определяемые изменениями концентрации [Ce4+]  

Реакция БЖ (как принято ее называть в специальной литера-
туре), несмотря на простоту реактивов, оказалась очень сложной, 
включающей не менее двух десятков промежуточных стадий. 
Поэтому начались поиски химической системы, которая также 
давала бы периодическое поведение, но при существенно более 
простой кинетике. В 1968 г. модель такой системы предложил 
выдающийся бельгийский физико-химик, нобелевский лауреат И. 
Р. Пригожин. Модель получила название «брюсселятор» – по 
имени города, в котором Илья Романович жил и работал (Брюс-
сель).  

В1. Описание модели брюсселятора 
В реактор непрерывно подаются вещества A и B, из которых 

непрерывно образуются продукты D и E, также непрерывно уда-
ляемые из реактора. Таким образом, уравнение итоговой реакции: 

A B D E    (7. 1) 

Однако реакция (7. 1) идет через промежуточные стадии с 
участием веществ X и Y, по схеме: 
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где ki – константы скорости соответствующих реакций. Стадия 
(III) является автокаталитической: чем больше вещества X, тем 
быстрее она идет, и тем больше этого вещества появляется. А. М. 
Жаботинский показал, что наличие как минимум одной автоката-
литической стадии является необходимым условием возможно-
сти колебательного режима у реакции. Чтобы выяснить каковы 
достаточные условия, требуется более глубокий анализ.  

Запишем уравнения химической кинетики для брюсселятора. 
Будем считать, что исходные реагенты подаются, а продукты ре-
акции отводятся из реактора с такими скоростями, что концен-
трации A, B, D и E с течением времени не изменяются. Тогда ки-
нетика системы определяется изменением концентраций проме-
жуточных веществ X и Y: 

dX
dt

k A k BX k X Y k X

dY
dt

k BX k X Y

   

 

1 2 3
2

4

2 3
2

;

.
 

 
(7. 2а) 

 
(7. 2б) 

Смысл уравнений (7. 2) заключается в том, что вещество X 
образуется на стадии I со скоростью k1A, расходуется на стадии II 
со скоростью k2BX, нарабатывается на стадии III со скоростью 
k3X2Y и исчезает на стадии IV со скоростью k4X. Для вещества Y 
соображения аналогичны.  

Для уменьшения числа параметров в кинетических уравнени-
ях (7. 2), перейдем к безразмерным переменным 

   k t x
k
k

X y
k
k

Y4
3

4

3

4
, , .  

 
(7. 3) 

В новых переменных уравнения (7. 2) приобретают вид диф-
ференциальных уравнений с двумя параметрами a и b: 
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где a
k
k

k
k

A 1
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4
,   b

k
k

B 2

4
.  

Аналитически дифференциальные уравнения (7. 4) не реша-
ются, поскольку содержат нелинейные слагаемые, пропорцио-
нальные x2y. Но для того, чтобы выяснить, возможно ли в данной 
системе самопроизвольное возбуждение концентрационных ко-
лебаний, это и не нужно.  

В2. Исследование модели брюсселятора 
Заметим, что брюсселятор всегда имеет стационарное состоя-

ние, когда концентрации X и Y с течением времени не изменяют-
ся: dX/dt = dY/dt = 0. В этом состоянии приведенные концентра-
ции x и y имеют такие значения, чтобы правые части уравнений 
(7. 4) обращались в нуль: 

x a y b a0 0 , / .  (7. 5) 

Если стационарное состояние (7. 5) устойчиво, то есть откло-
нения от этого состояния сами по себе затухают, то концентрации 
x и y в конце концов придут к значениям (7. 5), на чем их измене-
ние закончится. Колебания в брюсселяторе могут появиться лишь 
если состояние (7. 5) неустойчиво, то есть любое отклонение от 
него будет нарастать – причем не монотонно, а через раскачку 
колебаний. Последнее возможно лишь в определенной области 
значений параметров a и b, что мы сейчас и покажем.  

Пусть x и y слабо отличаются от стационарных значений  
(7. 5): 

x a y b a

a b a

( ) ( ), ( ) / ( ),

, / .

     

 

   

 
 

 
(7. 6) 

Подставляя (7. 6) в (7. 4) и пренебрегая малыми слагаемыми, 
содержащими произведения  и , получаем для последних сис-
тему линейных дифференциальных уравнений 
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(7. 7) 

частные решения которой, как известно, имеют вид 

 , ~ e pt .  (7. 8) 

Характеристические показатели p определяются подстановкой 
проекта решения (7. 8) в уравнения (7. 7) и приравниванием нулю 
детерминанта получающейся системы линейных однородных ал-
гебраических уравнений. Поскольку в системе два уравнения, де-
терминант – квадратичная функция от p, и для характеристиче-
ского показателя мы получаем квадратное уравнение  

p a b p a2 2 21 0    ( ) , (7. 9) 

дискриминант которого 

   D a b a a b a b         ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 4 1 1 , 
(7. 10) 

а решения – 

p
b a D

1 2

2 1
2,

( )


   .  
 

(7. 11) 

В3. Поведение решений 
Из (7. 11) следует, что поведение решений (7. 8) определяется 

знаком разности b – (a2 + 1) и знаком дискриминанта D. В свою 
очередь, знак D – это знак произведения b – (a + 1)2 и b – (a – 1)2.  

Кривые b = (a + 1)2, b = (a2 + 1) и b = (a – 1)2 делят всю об-
ласть значений параметров a и b на четыре домена (см. рис. 25) 
Характер поведения брюсселятора зависит от того, в какой домен 
попадают присущие ему значения a и b (которые, напомним, в 
свою очередь определяются поддерживаемыми концентрациями 
исходных реагентов и константами скоростей промежуточных 
стадий реакции).  

В домене I дискриминант D положителен, оба характеристи-
ческих показателя p вещественны и отрицательны. Соответствен-
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но, решение (7. 8) описывает быстрое монотонное приближение 
системы к стационарному состоянию (7. 5) – аттрактору типа ус-
тойчивый узел. Концентрационные колебания в этом домене зна-
чений параметров невозможны в принципе.  

0 1 2 a
0

1

2

3

4

b b=(a+1)2
b=a 2+1

b=(a-1)2

I
D > 0
p

1,2
< 0
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II
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Колебания вокруг
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D < 0
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Колебания
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IV
D > 0
p

1,2
> 0

Стационарное состояние 
абсолютно неустойчиво,
колебания не возникают

 
Рис. 25 – Диаграмма состояния брюсселятора  

В домене II дискриминант D отрицателен, то есть характери-
стические показатели имеют мнимую часть, описывающую коле-
бания с соответствующей частотой. Однако вещественная часть 
характеристических показателей в этом домене по-прежнему от-
рицательна, то есть колебания с течением времени времени быст-
ро затухают. Стационарное состояние по-прежнему устойчиво 
(является аттрактором типа устойчивый фокус).  

В домене III дискриминант D отрицателен, что придает харак-
теристическим показателям мнимую часть, описывающую коле-
бания концентраций X и Y. В отличие от домена II, вещественная 
часть p здесь положительна, то есть амплитуда колебаний с тече-
нием времени нарастает – концентрационные колебания само-
произвольно раскачиваются. Численный расчет модели (7. 4) по-
казывает, что в этом случае система имеет аттрактор типа устой-
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чивый предельный цикл, которого достигает, когда амплитуда 
колебаний станет достаточно велика. Это как раз и соответствует 
вхождению реакции в колебательный режим.  

В домене IV оба характеристических показателя вещественны 
и положительны, что соответствует сильной неустойчивости ста-
ционарного состояния (неустойчивый узел). Численные расчеты 
свидетельствуют, что в данном случае предельный цикл отсутст-
вует, а систему с течением времени быстро выбрасывает на гра-
ницу доступного ей фазового пространства.  

7. 2. Порядок выполнения работы 
Написать программу Brusselator приближенного решения 

системы нелинейных дифференциальных уравнений модели 
брюсселятора, описываемой уравнениями системы (7. 4) с задан-
ными начальными условиями. Построить графики функций 

( ), ( )x t y t и фазовую траекторию движения модели y(x. ) 
Указание 
Ниже представлен алгоритм программы построения графиков 

функций   ( ), ( )x t y t , y(x) с применением программирования в сис-
теме MathCad .  
1. Создание правой части системы нелинейных дифференциаль-

ных уравнений – модели брюсселятора в виде её символьной 
записи в вектор D.  

2. Создать вектор начальных значений искомых функций.  
3. Записать начальное и конечное значение независимой пере-

менной-длительность переменной время – t1 и t2.  
4. Представить результаты решения системы нелинейных диффе-

ренциальных уравнений модели Брюсселятора, используя 
функцию rkfixed и элементы программирования (Programming) 
в системе MathCad .  

5. Построение графика зависимости x(t).  
6. Построение графика зависимости y(t).  
7. Построение графика фазовой траектории y = y(x).  

В приложении приведен листинг программы  Brusselator ре-
шения системы нелинейных дифференциальных уравнений мо-
дели Брюсселятора  в пакете MathCad.  
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7. 3. Контрольные вопросы 
1. Реакция Белоусова-Жаботинского.  
2. Описание модели брюсселятора.  
3. Вид нелинейной системы дифференциальных уравнений моде-

ли брюсселятора.  
4. Диаграмма состояния брюсселятора. Математическая и физи-

ческая характеристика доменов I, II, III и IV диаграммы со-
стояния.  

5. Фазовый портрет брюсселятора при разных значениях пара-
метра b, представляющего исходную концентрацию катализа-
тора.  
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гос. хим. -технол. ун-т. –  Иваново, 2010. –  74 с.  

2. Братусь, А. С. Динамические системы и модели биологии 
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М.: Физматлит, 2010. − 400 с.  

3. Поршнев, С. В. Компьютерное моделирование физических 
процессов с использованием пакета MathCAD [Текст]  
/ С. В. Поршнев . − М. : Горячая линия−Телеком, 2002. −  
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ПРИЛОЖЕНИЕ. 
Листинги программ для работы в пакете MathCad 

А. Программа Оscillator-1.  
Гармонический осциллятор  
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B. Программа Оscillator-2. 

Гармонический осциллятор в среде с вязким трением 
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С. Программа Оscillator-3.  
Математический маятник 
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D. Программа VDP−generator.  
Генератор Ван дер Поля 
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E. Программа  LV-model.  
Модель Лотки-Вольтерры 
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t
xt( )d

d

t

 

C 0.1  D 1  r 0.1  

F t y( )
C y0 r y0 y1

D y1 r y0 y1









  P rkfixed
10

1.5








t0 t1 M F







  

t0 0  G rkfixed
10

4








t0 t1 M F







  

t1 100  

M 400  

D rkfixed
10

8








t0 t1 M F







  



 80

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 10 20 30
0

2

4

6

8

D 2 

G 2 

P 2 

D 1  G 1  P 1 

 

D

0 1 2

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 10 8
0.25 8.406 7.837

0.5 7.12 7.406

0.75 6.111 6.802

1 5.331 6.109

1.25 4.734 5.394

1.5 4.279 4.701

1.75 3.933 4.056

2 3.671 3.473

2.25 3.474 2.957

2.5 3.327 2.507

2.75 3.22 2.119

3 3.144 1.787

3.25 3.094 1.504

3.5 3.065 1.265

3.75 3.053 ...

  

0 20 40 60 80 100
0

10

20

30

D 1 

D 2 

D 0 



 81

F. Программа  FERHULST−graph 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

r 2  t 0 5  
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

1

1 N0 1 ert
 






x0
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0








  x1
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





  

X t x1( )
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1

1

X t x0( )
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1.001

1

1


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G. Программа JULIA−graph. Множество Жюлиа 
 
     Параметры задачи 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
       Расчеты 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

N 500  

realLower 1  realUpper 1  

imagLower 1  imagUpper 1  

maxIter 300  

bailout 2  

j 0 N  i 0 N  

imagi j realLower
realUpper realLower( )

N
j imagLower

imagUpper imagLower( )
N

i





i  

Z c 0.8 0.156i

z imagi j

z z2 c

iterations i j iter

break

z bailoutif

iter 1 maxIterfor

j 0 Nfor

i 0 Nfor

iterationsreturn


col Zmax max Z( )

Ri j 255 255
Zi j

Zmax











Gi j 255 255
Zi j

Zmax











Bi j 255 25 ln 1.1
Zi j

Zmax












j 0 Nfor

i 0 Nfor

R

G

B











return


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H. Программа MANDELBROT−graph. Множество Мандельброта 
 
Параметры задачи 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
  Расчеты 

 

col

 

N 500  

realUpper 0.74542138  realLower 0.74543162  

imagUpper 0.11301412  imagLower 0.11300388  

maxIter 1000  

bailout 2  

i 0 N  j 0 N  
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imagi j realLower
realUpper realLower( )

N
j imagLower

imagUpper imagLower( )
N

i





i  
 

Z

z imagi j

z z2 imagi j

iterations i j iter

break

z bailoutif

iter 1 maxIterfor

j 0 Nfor

i 0 Nfor

iterationsreturn

 col

Ri j 2mod 500 Zi j 0.1 

Gi j 2mod 900 Zi j 1 

Bi j 20mod 1000 50ln Zi j 1.01  

j 0 Nfor

i 0 Nfor

R

G

B











return



 

 

 

col
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I. Программа Brusselator. Брюсселятор 
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1

1

0

1

1

1.5

2

0.1

0.1

0.5

0.2








  

B 0.5  

D t y( )
B 1( ) y0 y0 y0 y1 1

B y0 y0 y0 y1







U y v 0 

z rkfixed y t0 t1 M D( )

z1 0  z 0 

z1 1  z 1 

z1 2  z 2 

y v k 

z rkfixed y t0 t1 M D(

z2 0  z 0 

z2 1  z 1 

z2 2  z 2 

z1 stack z1 z2( )

k 1 last vT  1 



for

z1



M 200  t1 20  t0 0  
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J. Программа Lorenz Attractor. Аттрактор Лоренца 
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  F t x( )

s x1 s x0

x0 x2 r x0 x0

x1 x0 b x2




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

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  
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